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SPLINES CÚBICAS 

 

Recordando las definiciones Pi(x) válido entre (x i , x i+1) 

 

Polinomio: 

iiiiiiii dxxcxxbxxaxP +−+−+−= )()()()( 23        (1) 

donde: 

1

16( )
i i

i
i i

y y
a

x x
+

+

′′ ′′−
=

−
       (2) 

2
i

i
y

b
′′

=         (3) 

( ) ( )ii
ii

ii

ii
i yy

xx
xx
yy

c ′′+′′−
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

= +
+

+

+ 2
6 1

1

1

1     (4) 

ii yd =         (5) 

 

se define ( )iii xfy ′′=′′  derivada segunda evaluada en el punto (xi , yi), válido para i ∈[0,n]. 

 

Para una tabla de Ndatos (i ∈[0,n]) se tendrán n-1 polinomios cúbicos. Las incógnitas a 

hallar son las derivadas segundas iy ′′ . 

 

Para los puntos internos i ∈[1,n-1] las ecuaciones son de la forma (sistema tridiagonal):  
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Pero falta definir las condiciones especiales de borde para los extremos i = 0;  i = n. 

 

Condiciones de borde 

Pueden usarse de forma independiente para los puntos extremos, es decir, pueden 

combinarse sin problema. 

 Condición natural 
0
0

o

n

y
y
′′ =⎧

⎨ ′′ =⎩
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 Curvatura constante   
1 1

1 1

0
0

o o

n n n n

y y y y
y y y y− −

′′ ′′ ′′ ′′= ⇒ − =⎧
⎨ ′′ ′′ ′′ ′′= ⇒ − =⎩

 

Observación: para incluir esta última condición dentro del sistema matricial, las ecuaciones 

deben reescribirse de la forma que indica la flecha. 

 

 Variación lineal de curvatura 
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Observación: aquí deben reagruparse los términos para poder ponerlos en la matriz de 

modo que la ecuación quede como un polinomio igualado a cero. 

 

Ahora queda resolver el sistema lineal para hallar los iy ′′ , con eso hallo los coeficientes de 

los polinomios: ai, bi, ci y di; ya que, sólo con ellos podrán armarse los polinomios y 

evaluar los valores deseados. 

 

Ejemplo: 

Nos piden hallar de la siguiente tabla de datos los términos que se mencionan a 

continuación. 

( ) ?6,0 =y   ( ) ?45,1 =y   ( ) ?25,3 =y  

 

i x y (xi–xi-1) (xi+1–xi) (xi+1–xi-1) (yi+1–yi) (yi–yi-1) 

0 0 -8 - 1 - 1 - 

1 1 -7 1 1 2 7 1 

2 2 0 1 1 2 19 7 

3 3 19 1 1 2 37 19 

4 4 56 1 - - - 37 

 

Observación: es más cómodo hacer esta tabla al principio para tener de una vez todas las 

piezas listas para armar las ecuaciones de la matriz. 

 

Puntos internos: i = 1….3 
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Sustituyendo los números que se leen en la tabla nos queda: 

   ( ) ( ) ( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=′′+′′+′′

1
1

1
7.61221 210 yyy  

   364 210 =′′+′′+′′ yyy  

 i = 2:  ( ) ( ) ( ) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−
−

−
−
−

=′′−+′′−+′′−
12

12

23

23
323213112 6.2

xx
yy

xx
yy

yxxyxxyxx  

 Sustituyendo los valores que se leen en tablas tenemos: 
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 Evaluando los números: 

    ( ) ( ) ( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=′′+′′+′′

1
7

1
19.61221 321 yyy  

    1084 432 =′′+′′+′′ yyy  

 

 Las ecuaciones para los puntos internos i = 1,2,3… van a ser siempre las mismas sin 

importar las condiciones de borde que escojan. 

 

 En este caso particular quedan ecuaciones simétricas porque los datos están 

equiespaciados, lo cual NO es obligatorio para este método. 

 

 Ahora vienen las condiciones de borde. Se repetirá el ejercicio usando 3 casos: 

  Caso 1: condición natural 040 =′′=′′ yy  

  Caso 2: curvatura constante   10 yy ′′=′′  ;  34 yy ′′=′′  

  Caso 3: variación lineal de curvatura 
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Caso 1. Condición natural 

Con las condiciones expuestas anteriormente se arma el sistema de ecuaciones de la 

siguiente manera: 

0 0

1 1

2 2

3 3

4 4

01 0 0 0 0 0
6, 42851 4 1 0 0 36

. 10, 28570 1 4 1 0 72
24, 42850 0 1 4 0 108
00 0 0 0 1 0

y y
y y
y y
y y
y y

′′ ′′ =⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟′′ ′′ =⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟′′ ′′= ⇒ =
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟′′ ′′ =⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟′′ ′′ =⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

 

 

Con esto evaluamos los coeficientes ai, bi, ci y di. 

i ai bi ci di validez 

0 1,0714 0 -0,0714 -8 x0→x1 

1 0,6429 3,2143 3,1429 -7 x1→x2 

2 2,3571 5,14285 11,50 0 x2→x3 

3 -4,0714 12,21425 28,8572 19 x3→x4 

4 - - - - No hay 

 

Ahora se pueden armar los polinomios: 
3 2

0
3 2

1
3 2

2
3 2

3

( ) 1,0714 ( 0) 0 ( 0) 0,0714 ( 0) 8 0 1
( ) 0,6429 ( 1) 3, 2143 ( 1) 3,1429 ( 1) 7 1 2
( ) 2,3571 ( 2) 5,1429 ( 2) 11,5.( 2) 0 2 3
( ) 4,0714 ( 3) 12, 2143 ( 3) 28,8572 ( 3

P x x x x x
P x x x x x
P x x x x x
P x x x x

= ⋅ − + ⋅ − − ⋅ − − ≤ <
= ⋅ − + ⋅ − + ⋅ − − ≤ <
= ⋅ − + ⋅ − + − + ≤ <
= − ⋅ − + ⋅ − + ⋅ − ) 19 3 4x

⎧
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪ + ≤ ≤⎩

   

 

Observación: NO existe P4(x) porque estaría fuera del intervalo de la tabla. 

 

Una vez que tenemos nuestros polinomios listos, podemos evaluar en los puntos de nuestro 

interés. 

0

2

(0,6) 7,8114
(2,5) 7,3304

P
P

= −
=

 ,  1

3

(0,6) 4,8762
(2,5) 26,9140

P
P

= −
=

 

 

Caso 2. Curvatura constante 

 El sistema queda así: 
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0 0

1 1

2 2

3 3

4 4

4,801 1 0 0 0 0
4,801 4 1 0 0 36

. 120 1 4 1 0 72
19, 200 0 1 4 1 108
19, 200 0 0 1 1 0

y y
y y
y y
y y
y y

′′ ′′ =− ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟′′ ′′ =⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟′′ ′′= ⇒ =
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟′′ ′′ =⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟′′ ′′ =−⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

 

Noten los valores iguales entre 0y′′  y 1y′′  y 3y′′  y 4y′′  que son consecuencia de la condición 

usada. 

 

Ahora se evalúan los coeficientes ai, bi, ci y di. 

i ai bi ci di validez 

0 0 2,40 -1,40 -8 x0→x1 

1 1,2 2,40 3,40 -7 x1→x2 

2 1,2 6,0 11,80 0 x2→x3 

3 0 9,6 27,40 19 x3→x4 

4 - - - - No hay 

 

Armando los polinomios: 
3 2

0
3 2

1
3 2

2
3 2

3

( ) 0 ( 0) 2, 40 ( 0) 1, 40 ( 0) 8 0 1
( ) 1, 2 ( 1) 2, 40 ( 1) 3, 40 ( 1) 7 1 2
( ) 1, 2 ( 2) 6,0 ( 2) 11,8 ( 2) 0 2 3
( ) 0 ( 3) 9,6 ( 3) 27, 40 ( 3) 19 3 4

P x x x x x
P x x x x x
P x x x x x
P x x x x x

⎧ = ⋅ − + ⋅ − − ⋅ − − ≤ <
⎪ = ⋅ − + ⋅ − + ⋅ − − ≤ <⎪
⎨

= ⋅ − + ⋅ − + ⋅ − + ≤ <⎪
⎪ = ⋅ − + ⋅ − + ⋅ − + ≤ ≤⎩

    

 

Evaluando en los puntos de interés: 

0

2

(0,6) 7,9760
(2,5) 7,55

P
P

= −
=

 , 1

3

(0,6) 4,8746
(2,5) 26,45

P
P

= −
=

 

 

Comentario: observen las diferencias entre los resultados. 

 

Caso 3. Variación lineal 

 ( ) 121
21

10
0 . yyy

xx
xx

y ′′+′′−′′⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

=′′   → 210 22 yyy ′′−′′=′′  

             ó    022 210 =′′+′′−′′ yyy  
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 ( ) 121
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y  → 234 2 yyy ′′−′′=′′  

             ó   02 234 =′′+′′−′′ yyy  

El sistema en este caso queda así: 

0 0

1 1

2 2

3 3

4 4

01 2 2 0 0 0
61 4 1 0 0 36

. 120 1 4 1 0 72
180 0 1 4 1 108
240 0 1 2 1 0

y y
y y
y y
y y
y y

′′ ′′ =− ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟′′ ′′ =⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟′′ ′′= ⇒ =
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟′′ ′′ =⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟′′ ′′ =−⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

 

Los coeficientes quedan así: 

i ai bi ci di validez 

0 1 0 6 -8 x0→x1 

1 6 3 3 -7 x1→x2 

2 1 6 12 0 x2→x3 

3 1 9 27 19 x3→x4 

4 - - - - No hay 

 

 Armando los polinomios: 
3 2

0
3 2

1
3 2

2
3 2

3

( ) 1 ( 0) 0 ( 0) 6 ( 0) 8 0 1
( ) 6 ( 1) 3 ( 1) 3 ( 1) 7 1 2
( ) 1 ( 2) 6 ( 2) 12 ( 2) 0 2 3
( ) 1 ( 3) 9 ( 3) 27 ( 3) 19 3 4

P x x x x x
P x x x x x
P x x x x x
P x x x x x

⎧ = ⋅ − + ⋅ − + ⋅ − − ≤ <
⎪ = ⋅ − + ⋅ − + ⋅ − − ≤ <⎪
⎨

= ⋅ − + ⋅ − + ⋅ − + ≤ <⎪
⎪ = ⋅ − + ⋅ − + ⋅ − + ≤ ≤⎩

     

 

No hay P4(x). 

Evaluando en los puntos de interés: 

0

2

(0,6) 4,184
(2,5) 7,625

P
P

= −
=

 , 1

3

(0,6) 4,4958
(2,5) 26,328

P
P

= −
=

 

 

Comentario:  

Comparando los resultados usando las distintas condiciones de borde se observan 

diferencias, pero todos los polinomios determinados tienen en común que pasan por 

TODOS los puntos de la tabla de datos. 

NOTA: 
La matriz ya no 
es tridiagonal 


